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SUR I.ES 


VARIATIONS SECULAIRES DES ELEMENTS ELLIPTIQUES 

TIES SEPT PLANETES PRINC1PALES : 

MERCURE, VtiNUS, LA TERRE, MARS, JUPITER, SATURNE ET URANUS; 

Pah M. LE VERRIER [*]. 


1 . L orbite d une planete qui circulerait seule autour du Soleil 
serait une ellipse ayant Tun de ses foyers au centre d’ attraction. 
Cette orbite aurait une forme, une position invariables; et elle serait 
completement determinee par son grand axe, son excentricite , la longi- 
tude du perihOie, l’inclinaison de son plan sur un plan de position 
donnee , et la longitude de son noeud. 

La presence de plusieurs planetes autour du Soleil rend la determina- 
tion de leurs mouvements beaucoup moins simple. Elies agissent les 
unes sur les autres, proportionnellement k leurs masses, et en raison 
inverse des carres de leurs distances respectives; et par la elles sont sans 
cesse entrainees hors de Tellipse qu’elles decriraient si elles n’etaient 
soumises qu a Taction du Soleil. On parvient toutefois a representer fa- 
cilement leur marche par les considerations suivantes. Admettons qu’a 
une epoque donnee 1 action perturbatrice des planetes vienne a cesser 
sur Fune d elles ; a 1 instant elle se mettra en mouvement sur une ellipse 
dont les elements differeront en general de ceux de Tellipse primitive. 11 


[*] Cet art ‘ cle ne dob etre considere que corame un extrait detaille du Memoire que 
j’ai presente a 1 ’ Academic des Sciences, en septembre 1839, et qui sera bientdt publie 
en entier dans la Connaissance des Temps. 
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est done permis de considerer chacune des planetes comme se mouvant 
sue une ellipse de forme et de position variables. D’ailleurs, la petitesse 
des masses perturbatrices rend les variations seculaires des elements 
elliptiques fort lentes et negligeables dans un intervalle de quelques 
annees; de sorte qu’il suffit de connaitre ces elements, ainsi que la 
position correspondante de la planete dans son ellipse a une epoqne 
donnee, pour juger de toutes les circonstances du mouvement dans 
les environs de cette epoque. 

La determination des elements variables des orbites offre encore un 
interet tout particulier, en ce qu’elle seule pent nous permettre de juger 
si notre systeme planetaire reunit quelques conditions de stabilite. 
Malheureusement la question n est susceptible de solution que par les 
methodes d approximation . On se fonde sur ce que les masses perturba- 
trices , les excentricites et les inclinaisons respectives des orbites etant 
fort petites , on peut developper les fonctions perturbatrices en series 
ordonnees suivant les puissances et les produits de ces quantites. Ce de- 
veloppement etant admis , et en laissant de cote les variations periodi- 
ques qui ne font osciller les elements qu’entre d’etroites limites, on re- 
connait que les grands axes sont constants. La demonstration comprend 
les termes qui dans la Jonction perturbatrice sont du premier et du se- 
cond ordre, par rapport aux masses; et elle s’etend a toutes les puis- 
sances des excentricites et des inclinaisons. Mais comine elle repose sur 
le developpement en serie de la fonction perturbatrice , elle n’est con- 
cluante qu’autant qu’il demeure prouve que les inclinaisons et les ex- 
centricites resteront toujours tres petites. La determination de ces ele- 
ments acquiert ainsi une double importance. Nous nous proposons de 
l’etudier ici , en commengant par les excentricites et les longitudes des 
perihelies qui sont liees etroitement. 

Variations seculaires des excentricites et des longitudes des perihelies . 

2. Desiguons par e 1’excentricite de Mercure, par ^ la longitude 
de son perihelie , et posons 

h — e sin ^ , 

l = e cos*®-. 
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Lorsqu’on connaitra h et /, on calculera e et <sr par les formules 

e = \/¥+l i , ) 

f A (0 

tang <ar — ) 

Designons d’ailleurs pour Venus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et 
Uranus, les memes quantites par les memes lettres affectees des indices 

//.»>’ 1 V ▼ V » 

< * * * * 

Jjes variations de h et Z, h' et en se bornant aux termes (In 

premier degre par rapport aux excentricites , dependront des equations 
lineaires suivantes 


■;/, 

,!t 

,U 

■Hi 

~Tt 
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= ji'o, i : -+• (0,2) | / - 1 Q,I~| l' - etc = °’ 

= -| (0,1) + (0,2) + . . . I h I op 1 h' + etc = o, 

= f i i,o) -M t, >.) + ..♦ 1 1 ' - | l >° 1 1 ~ etc = °’ 

= -|(,.oJ-4- (!,»)+■ • -1^-V \ etc = °’ 


etc. 


pour 1 ’ intelligence desquelles nous renverrons a la Mecanique celeste. 

livre 11 , § 55 ). Les coefficients (o, i ), (0,2% . . | 0,1 | > \~o,^ 1 

m , dependent que des masses perturbatrices et des grands axes des 
orbites : ils sont lies deux a deux par des relations telles que les sui- 
\ antes 

m V « (o, 1 i = in' \/a' ( 1 ,0) , 
m \/ a 0.1 — m ’ y/ ci' 1 >0 ? 

etc. 



<//, a, in’, a', etc., . . - designant respectivement les masses et les grand' 
axes de Mercure, Venus, etc. 
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Pour integrer ces equations , on pose 

h = N sin(g£ ■+. £), / = N cos(g£ -+- £ ) , 

h! = N'sin(g£ -+■ £), l'= N'cosfgi! 4- £), 

etc., etc., 



Entre ces relations on elimine les rapports de six des coefficients N , N'. 
N", . . au septieme , et il reste ainsi une equation en g qui est du septieme 
degre. On en trouvera la demonstration au § 6, oil nous donnerons 
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un moyen de former cette equation par les fonctions symetriques. 
Soient g, g , , g 2 , g 3 , g^, g 5 et g t ses diflerentes racines. Pour chacune 
d’elles on obtiendra une solution differente du systeme des equations 
(4) , et en reunissant ces solutions on aura des integrales generates de la 
forme 


h = N sin {gt + €)-+- N, sin (g t t+£ { ) -+- etc., \ 
l = N cos (gt-+-£)-h N, cos (g,t+€,) -+■ etc., j 
h'= N' sin [gt+£) -+- N; sin (g,t+S t ) etc., \ ^ 
l' = N' cos (gt-\-G)-+- N; cos(g ( £ + £,) -t- etc., i 
etc., / 

dans lesquelles il y aura encore quatorze arbitraires , savoir £ 2 , . . . 
et N v ‘, N' 1 , NI‘, . . . ; en supposant que les rapports 

_N_ jy 

n' 1 ’ N '” 1 ’ Sr’ Sr» 

soient ceux qui ont ete determines par les equations (4). 

Ces arbitraires dependront des valeurs des excentricites et des posi- 
tions des perihelies 4 l’origine du temps ; et en denotant ces valeurs par 
les inernes lettres que ci-dessus, mais affect4es d’un indice (o), et expri- 
mant qu’elles satisfont aux integrales g4n6rales, on obtiendra quatorze 
equations entre les quatorze arbitraires. On pourrait resoudre ces equa- 
tions directement ; mais les relations (3) qui existent entre les coeffi- 
cients | o,i | et | i,q | , . . . fournissent entre les differents systemes de 
solutions les conditions suivantes 

NN,m Va -+- N'N>' \fa’ -1- N"N>V^' -+■ 

N'N'to' \fa’ W$i" 1 Tn"\/a? + 

etc.; 

et ces conditions permettent d’eliminer d’une maniere simple toutes les 
inconnues; N VI et £ , par exemple. Posons, pour abreger, 
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aa5 


Km\Ja^^r Km! \Ja! . A- hl'm" \/a" = n, 

h m \/& Jvr + Km' \/a' ^ -L . . . + /;■!»»* \Z«” = d, (7) 


on obtient les deux equations 


N '\ 2 


■ m y 


n = DN VI sin £, 
d = DN VI cos 6, 


y/a" =D, 


( 8 ) 


dont on deduit 


tan g g = 

N VI 


d’ 

\/ n*-\-d* 

5 


D sin£ ‘ 


( 8 *) 

( 9 ) 


De ces deux expressions de N VI , la seconde doit etre seule conservee, 
quand on veut determiner le signe qu’il faut attribuer & N VI , suivant la 
valeur adoptee pour l’angle £. 

4 . Les integrates ( 5 ) peuvent donner a la rigueur toutes les circons- 
tances des variations des elements des orbites. Mais, ainsi que Lagrange 
Fa remarque, elles sont d’une discussion tres difficile. Nous allons 
chercher & etablir directement les relations qui pourraient exister a upe 
meme epoque entre les grandeurs des excentricites et les positions rela- 
tives des perihelies, et qui seraient independantes du plus ou moins 
grand eloignement de cette epoque par rapport a nous. 

II existe sept integrates de cette espece, distinctes les unes des autres, 
et dont la relation connue entre les excentricites, les masses et les grands 
axes, n’est qu’une consequence. On trouvera la demonstration de cette 
derniere relation 


mS/ae* + m' s/a’ e'* m" s/d'e"*-*- = constante, (10) 

dans la Mecanique celeste (livrell, § 57). Nous allons developper ici 
les autres, en ne considerant que trois planetes pour plus de simplicity 
dans l’ecriture. 


Tome V . — Juin r8^o. 


2 9 
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Multiplions la premiere des equations (2) par m\/aTH , la troisieme 
par m' \fa' N', la cinquieme par m" \fd‘ N" ; ajoutons membre a mem- 
bre les equations resultantes, puis multiplions par 

m s/aKk + m! \/a'Wh r + nfy/efWh" 

les deux membres de la relation ainsi obtenue. Nous lormerons 1 ’ equa- 
tion 


[mV am+m'X/a'W h'-\-m"V^ r T*"h")( ~ ) 

\ at at at } 

/ m l /a Pi b l — m \/ a N | 0,1 | /' — m \/ a Pi l" 

\/aWi+m' l/TN'A'-t-m" I/TPUA") <+/»' l/T Pi' b' C — m' V^' Pi' j 1 ,0 | l—m' t/a'K' | 1,2 j l" 

\-\-m l, V^"^"b"l"—m"V r a" Pi" ["^oj l—m" t/ 7 "Pi" [ a,~ l', 

dans laquelle nous avons pose pour abreger, 

(0,1) -+- (0,2) = b , 

(1.0) -t-(i, 2 ) = b', 

(2.0) + (2,1) = b". 

En operant d’une maniere analogue sur la seconde, la quatriemeet 
la sixieme des equations (2) , nous obtiendrons cette autre relation : 


IotI/Tn N'~ 
\ at at 


-—•k" dl" '\ 
Tt) 




-m \/ a N b h -\-m \/a Pi | o, 1 ~| h’-\-m a Pi [^2j A" 
\/ <• Pi 1+ m'V^ N' l /a"Wl") l—m' pT 7 Pi'A' h’ -\-m' \Sa' Pi' | 1 , 0 ] A -+-m' \/~a' Pi' [ u i \ h" 


V—m" \AJ 7 Wb"h"+m" 1/T'Pt" [TT] A -j-m"V / T 7 'Pi" IT, 7] A'. 


La somme des seconds membres de ces deux equations est nulle en 
■vertu des rapports qui existent entre N , N' et N". Pour le reconnaitre, 
effectuons cette somme apres avoir developpe les calculs indiques; sup- 
primons les termes qui se detruisent identiquement, et en changeant 
convenablement les coefficients I 0,1 I , | 1,0 I ... les uns dans les au- 
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tres, en vertu des relations ( 3 ), nous trouverons qu’elle peut s’ecrire 
comme il suit : 

in rn' \Zh~a' [ — N 2 [T^P | 0,1 +NN'(//~ b ) — IN IN" | ■ ,?. j H-N'IV' ] ( ht' — h'l 

■+- m m' \/m" [— N» [^] +S". [^] + N {)- K N' \T,\ +N'A' fo" , 1 I hi"—/,"/ 

-h’m'm" X/aW^—W* | 3,1 ] +N" 1 | 1,2 j + N'N"(i" — b ') — N'JN | 2,0 j -j- N"jN | i ,0 j ] y hT — h /' . 

Or le coefficient de ( 111 ' — h'l ) est nul en vertu de la relation qu’on ob- 
tient en eliminant g entre la premiere et la seconde des equations (4 • 

Celui de (hi " — h"l) et celui de (h'V — hi' l ,s ) sont respectivement mils 
en vertu des relations qu’on obtient en eliminant g entre la premiere et 
la troisieme, ou entre la seconde et la troisieme des memes equations. 
Ajoutons done les deux premiers membres des equations (t i) et (12), 
et nous trouverons l’equation differentielle 

[m \/aIS 7 i + m' ISA") (m \/a'&dh+m , \Ai i 'S'dh'+m" | 

I m \/a T \l -+- in' \Ai' N' l' +m"\A?Wl") (m )/i, 1 Sdl +/«' V’n'^'d/' +m” V^a" N "dl" \ ( — ° : 

elle s’integre immediatement et donne la relation 

(. m \/a K h -\-rri V/^K' A ") 3 -+- (/« \/Zjil+m' V^a' :, Wl" )’ — constants. i3 

qui ayant lieu pour chacun des systemes de solutions N, N', N",... ; 

N, , N' , N” N 2 , N 2 , N" fournit autant d’integrales distinctes 
les ones des autres qu’il y a de ces systemes. II y en aura sept dans 
notre systeme planetaire. 

L’integrale { i o) n’est pas distincte de celles que nous venons d’etablir 
Ces dernieres ne dependent, en effet, ainsi qu’on le voit en develop- 
pant les carres indiques, que des positions relatives des perihelies; posi- 
tions qui sont caracterisees par six angles settlement, les distances de six 
des perihelies au septieme. On peut eliminer ces six angles entre les 
sept integrates que nous considerons, et ainsi il reste entre les seules 
excentricites une integrate qui n’est autre que I’integrale ( xo\ 

On voit done qu’il suffit d’attribuer aux positions relatives des peri- 
helies un etat determine pour qu’il soit possible de calculer immediate- 
ment , par les sept equations analogues a l’equation ( 1 3 1 , les valeurs de 

2().. 
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toutes les excentricites, sans aucun egard de l’epoque a laquelle ce ph£- 
nomene pent arriver. La resolution de ces equations est d’une simplicite 
remarquable, quand on suppose que tous les perihelies coincident. 
Nous y reviendrons plus tard. 

Les conditions necessaires pour la stabilite de notre systeme pla- 
netaire, relativement aux excentricites, sont de deux sortes : les unes 
out rapport a la nature des racines de l’equation en g, les autres a la 
grandeur absolue des coefficients N , N, , . . . N', Nj , . . . etc. 

11 est indispensable que les racines de liquation en g soient toutes 
reelles et en outre inegales. Autrement les expressions des excentricites 
contiendraient des termes ayant le temps en facteur ou en exposant, et 
par la elles croitraient indefiniment. Or il est facile de prouver que cet 
accroissement indefini des excentricites est impossible, en vertu des re- 
lations qui existent entre les coefficients des variables dans les equa- 
tions differentielles. La relation (10) se deduit en effet immediatement 
de ces equations , et elle ne saurait subsister si l’une des excentricites , 
quelle que fut d’ailleurs la grandeur de son coefficient , pouvait croitre 
au-dela de toute limite. Nous sotnmes done assures que les sept racines 
de liquation en g seront toutes reelles et differentes les unes des autres. 

Le calcul seul des coefficients N , N', . . . peut nous apprendre si au- 
cun d’entre eux ne sera considerable; et si par consequent aucune des 
excentricites ne pourra grand ir de maniere a rendre insuffisantes les 
approximations sur lesquelles se fonde toutes cette analyse. Liqua- 
tion (10) , dans laquelle nous connaissons la valeur de la constante du 
second meinbre par les observations actuelles , nous montre bien qu’il 
est impossible que les excentricites des orbites des masses considerables 
puissent grandir au-dela de limites etroites ; mais elle ne nous apprend 
rien sur les limites des excentricites des petites masses. 

Le calcul numerique dont il s’agit a ete donne par Lagrange dans les 
Memoires de l’ Academie de Berlin pour 1 ’annee 1782, en partageant le 
systeme planetaire en deux autres, independants jusqu’a un certain 
point. En comparant les formules de cet illustre geometre avec celles 
que nous obtiendrons dans la suite de ce travail, on reconnaitra 
qu’elles ne donneraient pour Mercure , Venus, la Terre et Mars que des 
resultats tres inexacts , meme apres quelques siecles seuleinent , et plus 
tard completement errones; de sorte qu’il faut renoncer a leur emploi. 
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M. de Pontecoulant a repris ce travail dans le troisieme volume de 
la Theorie analytique du systeme du. Monde. Mais ses formules ren- 
ferment toutes les erreurs les plus graves. II sera inutile d’y revenir, 
si nous disons des a present qu’en y supposant le temps nul , on ob- 
tient des excentricites et des positions des perihelies qui n’ont pas le 
plus leger rapport avec celles que l’observation determine [*]. 

On doit cependant desirer une solution de cette question. Nous 
1’avons entreprise, non pas seulement pour lui donner un plus grand 
degre d’ exactitude , mais parce qu’elle n’existait reellement pas. Les 


[*] Ce passage a ete eerit en septembre 1 839. Depuis celte epoque , les formules dont 
il etait question, ontdisparu du troisieme volume de la Theorie analytique du Systeme 
du Monde. Celles qu’on leur a substitutes satisfont bien aux conditions relatives a l’ori- 
gine du temps , mais elles ne sont guere plus exactes que les premieres , sous d’autres 
rapports. 

Ainsi que nous 1 ’avons explique, on satisfait a l’etat initial pour les excentricites, en 
determinant quatorze constantes arbitraires au moyen de quatorze equations du premier 
degre partagees en deux groupes. La resolution numerique de ces equations peut s’effec- 
tuer directement; mais on peut l’eviter en pratiquant l’elimination algebriquement , au 
moyen des relations ( 6 ). En suivant cette derniere marche, les formules definitives ne 
reproduisent l’etat initial que si tous les calculs relatifs a la determination des arguments 
et des rapports des coefficients sont rigoureusement exacts; et il en resulte une verifi- 
cation importante. Quand on resout directement les dernieres equations, les formules 
definitives doivent au contraire satisfaire ik l’etat initial , lors meme que tous les calculs 
qui precedent seraient entierement faux; et puisque e’est cette marche qui a ete suivie 
dans la nouvelle solution, la verification de l’etat initial n’offre aucune garantie d’exacti- 
tude. Ce moyen de controle nous etant enleve, ayons recours aux conditions (6), qui 
n’ont pas ete employees directement dans les calculs , et voyons si elles sont satisfaites. 

Prenons a cet effet ( p. 39 1 ), pour les excentricites , par exemple , deux systemes quel- 
conques de solutions , savoir 

M 4 = — o,ooi 427 4 , M' = 0,0128082, M; ! 

M"— — 0,0000000, 

Mj=: — 0,0037304, M' = o,oio 5633 , M'j 

0,0000019,111* 

En les substituant dans la relation 

M4M5 m\/ a -f-M' M' m' l/iz'-l- \Z~id + — o, 

on devrait trouver la somme des nombres positifs egale a celle des nombres negatifs, 


——0,0128939,111"'= 0,0431786, 
= 0,0000004, M*‘= — 0,0000000; 

= — 0,0074366, M"' = —0,0622342, 
= 0,0000128, m;‘=— 0,0000008. 
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masses des planetes ne nous sont d’ailleurs connues que fort impar- 
faitement ; et le probleme etant traite sans aucune discussion a cet egard, 
il restait toujours a savoir quel degre de confiance on pouvait accorder 
aux rest d tats ainsi obtenus. Nous essaierons de resoudre cette seconde 
partie du probleme avec une exactitude suffisante. 

6. Occupons-nous d’abord de la determination des arguments g, 
g, determination qui est la partie la plus delicate de la ques- 

tion. Ces arguments sont les differentes racines de l’equation en g qu’on 
obtiendrait par F elimination des six rapports — , — , . . . — entre les 

sept equations (4). Le calcul de cette equation , deja complique quand 
on ne considere pas plus de quatre planetes simultanement , devienl 
impraticable par les moyens ordinaires de Felimination quand on con- 
sidere sept planetes ; il s’introduit en effet des facteurs etrangers, de- 
pendants deg, qui elevent le degre de F equation , et dont on ne pent 
se debarrasser qu’avec peine. Les fonctions symetriques donnent an 
contraire un moyen d’obtenir cette equation sans facteurs etrangers, 
ainsi que nous allons Findiquer. 

tcrivons, pour plus de simplicity, les equations (4) sous la forme 
suivante 

(g-aN)-H AN' -+- c N" + = o,\ 

a' N -t-(g— &')N'-h c'N" -4- = o,( 

«"N + b" N' -+- (g—c") N"+ = o , / ^ > 

etc. ) 

Si Fon voulaitdeces equations tirer les valeurs des sept indeterrninees 


au moins dans les premiers chiffres signijicntifs. Or la premiere de ces sommes n’etant 
<|iie de r >r -89, la seconde estegale a 1 9.3 5 4 . Les autres conditions, analogues a cedes 
que nous venons d’examiner, nesont pas plus satisfaites, soit pour les excentricites , soit 
pour les inclinaisons; et la nouvelle solution , bicn que satisfaisant a quelques conditions 
partial] ieres, n’en est pas moins fausse completement. 

Il etait devenu indispensable d’enlrer dans ces explications et de conserver ici quel- 
1 1 ties nombres de la nouvelle solution ; car cllc a etc introduite dans le troisieme volume 
de la Throne imnlytique tluSvstemu du Monde, sans que rien puisse prcvenirle lecteur 
qn’elle n’a pas paru en 1834, avec le reste du volume. Il se pourrait done que la veri- 
table solution y lilt introduite a son tour de la memo inaniere, et se trouvat ainsi anti 
datee de six ans ; e’est ce qu'il fallait prevenir. 




PURES ET APPL1QUEES. >3, 

N, N', N", N", N IV , N v , N VI , par lesformules connues pour la resolu- 
tion des equations du premier degre , on obtiendrait des resultats de la 
forme 

DN = o, D?P — o, etc., 

D etant le denominateur comraun a toutes les inconnues. Or on pent 
considerer ces resultats comme les equations finales provenant de 1’eli- 
mination de toutes les indeterminees excepte une, et par la on voitque 
l equation finale en g dont nous avons besoin, n’est autre que Pequa- 
tion D = o , ou 

{ ,8~ a ) [g-b') ( g—c ") - ba’ (g— c") -+- etc. 

— c{g — b')a" - 4 - etc. 

— ( g—a)c'b " + etc. 

— etc. 



Cette equation sera du septieme degre; car le produit 

(g — a )(g— b ’)(g~ d ') 

donnera le terme g 7 qui ne pourra etre detruit par aucun autre. Du 
meme produit depend en outre le coefficient du second terme de l’equa- 
tion; car chacun des produits qui la composent renferme toutes les 
lettres a,b, c . . et tous les indices °, et d’apres cette double 
condition, on voit qu’il ne peut contenir deux des coefficients compris 
dans une meme colonne verticale, ou dans une meme ligne horizon tale 

des equations (i4)- Le produit(g — a) (g—b') {g— c") est done 

le seul qui contienne non-seulement sept factetirs, mais meme six 
facteurs en g, puisque 1’existence de six facteurs en g dans un produit 
y entraine necessairement celle du septieme. Developpons ce produit, 
et nous trouverons que le coefficient du second terme de liquation est 
egal a la somme 

— (ci •+■ b' c' -+- ) , 

e’est-a-dire que la somm^ des racines de l’equation est egale a la somme 
des coefficients qui affectent respectivement l, l",. . dans les ex- 
, dh dh' dh " 

pressions de 
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Differentions actuellement les equations ( 2 ); remplacons dans les se- 
conds membres ~ ^ , par leurs valeurs en function de h , 

h', h", . . . et supposons que nous obtenions ainsi les derivees secondes 

g = -AA + BA'+CA"+...., 

at* 

~= A"h -+- B'A' - C'A" + ...., 
do 

etc. ; 

les expressions generates de h , h', . . . devront encore satisfaire a ces 
equations , et si on les y substitue , ainsi que leurs derivees secondes , 
on retombera sur les conditions suivantes 

(g* — A)N -+- BN' -+- CN" -h = 0 , 

A'N -+- (g* — B')N'-+- C'N" -+- = o, 

A"N -+- B" N' -t-(g a — C")N"-h = o , 

etc. 

Ces conditions, qui peuvent remplacer les conditions (4), ri’en different, 
sous le rapport de la forme , qu’en ce qu’elles contiennent le carre de 
la variable g au lieu de sa premiere puissance. Si done on reprend les 
raisonnements precedents, on cohclura facilement que la somme des 
carres des racines est egale a la somme des coefficients qui affectent 

respectivement h, h', h", . *. dans les derivees secondes, 
d 1 k n 

• • • cette somme etant prise en signe contraire. 

II n’est pas besoin de plus longues explications pour apercevoir qu’on 
obtiendra la somme des cubes , des quatriemes puissances . . . des ra- 
cines, au moyen des derivees troisieme, quatrieme. . . de h, h! . . . Et 
d’ailleurs, quand on aura les sommes des puissances semblables des 
racines jusqu’a la septieme, il sera facile de calculer les coefficients de 
J’equation par les fonctions symetriques. 

Cette marche est assez simple, parce qu’on n’a besoin dans chaque 
derivee que d’un seul de ses termes. Elle a en outre l’avantage precieux 
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de permettre de diriger les calculs de maniere a obtenir les racines avec 
une approximation donnee. Les coefficients de l’equation n’ont pas be- 
som , pour cet objet , d’etre tous ealcules avec la merae approximation; 
et on pent reconnaitre que si l’on altere tontes les racines d’une equa- 
' tion d’une meme petite quantite, la variation qui en resulte pour Pun 
des coefficients ne depend que de la valeur des coefficients qui le pre- 
cedent. Chaque coefficient n’etant calcule, par la marche indiquee, 
qu’apres ceux qui sont avant lui dans l’equation cherchee, on peut 
done savoir quel degre d’exactitude il est necessaire de lui donner. 
Nous n’insistons pas a cet egard, parce que cette marche doit etre un 
peu modifiee si Ton veut rendre executable la discussion de 1’approxi- 
mation sur laquelle on peut compter malgre les erreurs probables des 
masses adoptees. 

7. Je me bornerai a donner une indication sommaire de la marche 
que j’ai reellement suivie pour arriver le plus rapidement possible, et 
avec toute l’exactitude desirable, a la determination numerique des 
racines g, g, , . . . et des coefficients N, N\ . . On pourra consulter la 
Connaissance des Temps (annee i843) , pour les details de la solution ; 
je n’en consignerai ici que les resultats definitifs. 

Reprenons les equations (4) et supposons qu’il s’agisse d’abord d’uu 
des systemes de valeurs edrrespondants aux racines qui proviennenl 
de la presence des grosses planetes Jupiter, Saturne et Uranus. Pour 
en trouver une premiere approximation , nous pourrons n’employer que 
les trois dernieres des equations (4), dans lesquelles nous negligerons 
les termes en N, N', N" et N'". Ces termes sont petits par rapport aux 
autres a cause de la faiblesse de leurs coefficients numeriques, bien que 
les valeurs de N , N', N" et N" puissent etre comparables a cedes de N 1 ' . 
N v et N V1 . La premiere approximation de trois des racines dependra 
done d’une equation du troisieme degre qu’on pourra former d’apres 
ce que nous avons vu dans le paragrapbe precedent. 

Supposons, en second lieu , qu’il s’agisse de trouver une premiere ap- 
proximation des racines introduites par la presence des petites planetes 
Mercure, Venus, la Terre et Mars. On pourra n’employer que les 
quatre premieres des equations (4) en y negligeant les termes en N‘ v , 
"N l et N v ’ ; ces termes sont petits par rapport aux autres, non pas a cause 
de leurs coefficients numeriques, mais bien parce que N 1 ', N v , N V1 ne 

Tome V. — Jiillet 1840 do 
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sont que de tres petites fractions deN, N', N", N'"; cela se voit ci priori 
en remarquant que 1’ action des trois petites planetes ne peut troubler 
que bien peu les trois grosses. La premiere approximation de quatre 
des racines dependra done d’une equation du quatrieme degr6. 

Apres avoir obtenu ainsi des valeurs d&ja tres approebees de toutes 
les racines , il faudra r6p£ter pour chacune d’elles les calculs que je vais 
indiquer pour l’une de celles qui dependent de l’equation du troisieme 
degre, par exemple. 

8. Au moyen de la premiere approximation de g et de deux des trois 

dernieres equations (4) simplifies comme nous l’avons explique, nous 

commencerons par determiner des valeurs approchees des rapports 

N lV N v . - 

— et — . Nous substituerons ensuite ces premieres approximations 

N ,V N* 

de g, — et — , dans les quatre premieres des equations ( 4 ) , et nous 
en deduirons ainsi une premiere approximation des valeurs de 

Ji N' N" N" 

jF-’ » W* et Reportant ces valeurs dans les trois dernieres des 

equations (4), il deviendra n^cessaire, pour y satisfaire, d’apporter des 
. , N ,? N v 

corrections a g, — et — . Ces corrections etant effectuees , on les em- 

ploiera pour corriger 4 leur tour les premieres valeurs de — , ^ , 

N" N'" 

’ et a ‘ ns ‘ de suite. Apres deux approximations , ou trois au plus, 

on aura le6 valeurs des inconnues avec toute 1’ exactitude necessaire. 

Mais pour la rapidity des calculs que nous indiquons ici , et surtout 
pour que la determination des erreurs des rapports en fonctions des 
erreurs des masses ne jette pas dans un dedale inextricable d opera- 
tions , il est indispensable de coordonner toutes ces determinations , 
comme nous allons l’indiquer brievement. La determination des pre- 
mieres valeurs des coefficients et celle de leurs corrections dependent 
d’equations du premier degre, lorsqu’on neglige les carres des correc- 
tions , ce qui est permis dans chaque approximation , sauf a en tenir 
compte dans l’approximation suivante. Les differents systemes d’6qua- 
tions que l’on obtient ainsi pour determiner les corrections successives , 
presentent tous les memes coefficients des inconnues que le systeme 
primitif; ils n’en different que par les terroes connus qui vont endimi- 
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iiuant rapidement de valeur absolue d’approximation en approxima- 
tion. On voit qu’au lieu de resoudre tous ces systemes d’equations se- 
parement , il suffit de resoudre d’abord le systeme primitif en y repre- 
sentant les termes connus par des ind^terminees ; on obtient ainsi des 
formules qui, sans aucune nouvelle resolution d’equations, donnent 
tres rapidement les valeurs approchees des inconnues et leurs correc- 
tions successives en attribuant aux indeterminees des valeurs conve- 
nables. 

Il faut encore remarquer que quand on passera au calcul des solutions 
correspondantes aux racines provenant des petites planetes, ce ne seront 
plus les rapports des coefficients au coefficient N VI qui devront etre cal- 
cules ; ces rapports seraient infinis dans la premiere approximation. On 
pourra prendre leurs rapports avec le coefficient IN". ' 

9 . Occupons-nous actuellement de la determination des erreurs des 
racines et des coefficients en fonctions des erreurs des masses des pla- 
netes, erreurs que je designerai, suivant 1 ’ usage, par um , u'm ', u"m", 
u ,v nt' v , pt v m v et 

Si les nombres fji’ . . . etaient considerables , la determination 

que nous avons en vue serait presque impraticable. Mais il est au con- 
traire tres vraisemblable que ces quantites ne sont que de petites frac- 
tions : qu’ainsi pour Jupiter ,m iv est au-dessous de 0,00-2 ; que pour 
Saturne fz' ne depasse pas 0,01 ; que pour Venus, la Terre et Mars. 
iu" et ft" ne depassent pas 0,04. Les masses de Mercure et d’Uranus 
seules presentent une grande incertitude; et il ne serait pas impos- 
sible que fz s’elevat a | et jtz yi a ou meme plus. Mais comme I’in— 
fluence de ces masses est beaucoup moindre que celle des autres. a 
cause de la petitesse de Mercure et de l’eloignement d’Uranus, il y aura 
encore peu d’inconvenients a traiter a et m vi comme de petites quan - 
tites. 

Gela etant, si l’on suppose ordonnees par rapport aux puissances <U 
fz , fz', u." . les variations de chacun des nombres dont nous avons m- 
dique la determination , on pourra les obtenir sous cette forme avec au- 
tant d’exactitude qu’on le voudra, en reprenant tous les calculs tjue 
nous avons traces. Nous nous contenterons d’obtenir la partie de ces 
variations qui est proportionnelle aux premieres puissances des er rt urs 
des masses. 

3 o. 
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D’autre part, il resulte de nos calculs que les corrections depen- 
dantes de la seconde approximation sont toujours des fractions tres 
petites des valeurs absolues des nombres qu’elles concernent. II est 
done tout-a-fait suffisant de s’arreter a la premiere approximation dans 
la determination des variations produites par les erreurs des masses. 

Cornmen^ons par calculer les variations des racines des equations 
du troisieme et du quatrieme degre ; et prenons pour exemple celles de 
1’equation du troisieme degre que j’ecrirai ainsi 

g* + a,g* + a 3 g + a 3 = o. 

On a entre les coefficients et les racines de cette equation, les relations 
suivantes 

a < = ~ g~ gi — g2, 
a 2 = ggi +gg> + g,g*, 
a * = - 

ces relations fournissent entre les variations des coefficients et les varia- 
tions des racines, les trois conditions 


fa, = — fg — fg, — J'g-j, 

M = ig, + gi) <?g + {g + g 3 ) efg, + (g + g , ) Jgt , 
fa 3 = - g t g a <?g -gg 3 fg, — gg, eTg a . 

Pour en deduire la variation J'g, il suffit de multiplier ces relations res- 
pectivement par g 2 , g', g°, puis de les ajouter membre a membre; cfg, 
et S gi disparaissent, et Ton trouve 


g'Sa, + Ja 3 

{e—gr){g—g,) ’ 


cette formule fera connaitre les variations des racines quand on aura les 
variations des coefficients. 

Or les coefficients resultent (§ 6) de simples multiplications arithme- 
tiques entre des facteurs dependant des masses. Introduisons dans ces 
facteurs les corrections qu’ils eprouveraient par I’effet des changements 
des masses, developpons les produits en n’y conservant que les pre- 
mieres puissances des masses, et nous trouverons aisement les varia- 
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fions des coefficients. Elies se presenteront sous la forme 

S a t = £ fJL-+- i' fit' -b 8" + 8> v M'V 4- S v ^ + g vi ^v, ( 

S a 2 = I'fx' 4- O" 4* 4- K iy l“ ,v 4- r “ v 4* C vl « VI , 

cTa, = nfx 4- 4- V>" 4 - 4 - 4- » V M V 4- x vr « v ‘ , 

et elles donneront lieu a des verifications importantes qui permettront 

de controler toute la suite du travail . 

Les coefficients a, , « 2 , a s sont des fonetions homogenes du premier, 

du second et du troisieme degre des quantites (4,5), (4,6) 

Ces quantites etant proportionnelles aux masses , si toutes les masses 
viennent a augmenter dans le rapport de 1 a 1 4 -y , a t augmentera 
aussi dans le meme rapport; a 2 et a 3 , en vertu des parties conser- 
ves de Sa 2 et Sa 3 , augmenteront respectivement dans les rapports 
de r k 1 4 - et 1 4 - 3y. La somme algebrique des coefficients de «, 
m', ,u", dans Sa t doit done etre egale a a K ; la somme alge- 

brique des coefficients dans doit etre double de a , 2 ; et celle des 
coefficients dans Sa % doit etre triple de a 3 . On a ainsi les relations de 
conditions 


i + i'+ i" 4- s'" 4- s IV 4- e v 4- e T ‘ = a t , 

c 4- r + r 4- r 4- z iy + c t 4 - e * = , 


x 4- «' 4- »" 4- 4- x ,v 4- » v 4- x vi = 3 a 3 . 


Reprenons les equations (4). Si toutes les masses des planetes aug- 
mented dans le meme rapport, il en sera de meme des coefficients mi- 
meriques contenus dans ces Equations; etpar consequent, pourvu que g 
augmente aussi dans le meme rapport, ce qui a effectivement lieu , il n’y 

aura rien a changer aux rapports ^ etc.; et de la resulted ces 

deux verifications : 

La somme algebrique des coefficients de u, . . . dans la variation 
d une racine doit etre egale a la racine meme. 

La somme algebrique des coefficients de u, u', . , . dans la variation 
N N' 

dun des rapports — , — , . . . doit St re nulle. 

N 

Quant aux variations des rapports^, — il suffira , pour Jes 
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determiner, de recourir aux formutes qui auront servi au calcul des 
rapports eux-memes , comme nous Tavons indique au § 8. II n’y aura 
qu’a attribuer pour valeurs aux indeterminees introduites dans ces for- 
mules, les variations qu’elles ^prouveront et par la variation des racines 
et par la variation des coefficients memes des equations. 

II nous, resterait enfin a dire comment etant connues les variations 
des rapports des coefficients, on en deduira celles de l’angle 6 
et des coefficients eux-memes. Mais nous ne nous y arreterons pas , et 
le lecteur y suppleera ais4ment. II est toutefois essentiel de remarquer 
que dans toutes ces variations , la somme algebrique des coefficients de 
fx , t*.', . • doit itre nulle. 


10 . Donnons d’abord les elements de notre systeme planetaire , tels 
que T observation les foumit pour une origine du temps fixee au 
t ct janvier 1800 : 



MASSES. 

EXGEMTHICITiS. 

LONGITUDES 

des 

pAribeltes. 

INGLINAISONS. 

LONGITUDES 

des 

Hands ascend. 


1 


7 j°ao' 6“ 
t3«43 6 

99 8° *9 
33a aa 5i 

7° 5 fi 

45057' 9' 



0,006 86a 1 

3 a3 a8,5 

74 5i 41 

L* Tkrke 

irrm 

0,016 79a 
0,093 aij 
0,048 l&a 
o,o56 i5o 
0,046 611 

0 0 0,0 

1 5i 6, a 

OOO 

47 59 38 


tAj 

11 7 38 

1 i 8 - 5 i ,6 

98 a5 45 



89 8 ao 

a ag 35,9 

in 56 7 



167 3o a4 

o 46 *8,° 

7a 59 ai 





Nous n’avons pas rapporte les grands axes qne nous avons admis , 
parce qu’ils sont les memes que ceux qu’on trouve au § 22 du livre VI 
de la Mecanique celeste , pour le calcul des perturbations. 

De la connaissance des masses et des grands axes depend , ainsi que 
nous l’avons deja dit, celle des coefficients (0,1), (1 ,0) . . . II convien- 
drait sans doute de presenter ici les valeurs de ces coefficients, puisqu’ils 
servent de base a tous les calculs; pour abreger nous renverrons encore 
a la Mecanique celeste, livre VI , § il\ , ou on les trouvera calcules pour 
des masses un peu differentes de celles que nous venons d adopter, 
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et exprimes en secondes decimates. On les reduira facilement anx nou- 
velles masses, auxquelles ils doivent £tre proportionnels ; et on les ra- 
menera a la division sexagesimal que nous avons suivie. 

11 . Les tableaux suivants comprennent les sept systemes de solu- 
tions qui concernent les variations seculaires des excentricit£s et des 
longitudes des p6rih61ies. Nous nous sommes bornes a y inscrire les 
coefficients eux-memes, et nous avons supprime les valeurs de leurs 
rapports qui auraient double la longueur des tableaux sans necessite. 
En regard de chaque nombre nous avons plac6 l’expression de sa va- 
riation en fonction des variations des masses; les variations des angles 
sont exprimees en secondes sexagesimals. 


Dfai- 
gnat. | 
des 
yuan- 1 

m*.\ 


VALEURS 
Dum^rlques 
pour les masses | 
admixes. 


VARIATIONS EN FONCTIONS DES VARIATIONS M , 


DES MASSES. 


£ 

a“,a 58 4 2 

f 

ia 6 ° 43 ' i 5 " 

N 

0,000 44° 

N' 

0,000 484 

N" 

0,000 5 a 6 

N .« 

0,000 743 

Nit 

0,001 g 3 a 

Nt 

0,001 863 

N' 1 

o,o 3 a o 3 o 

S‘ 

3", 7 i 3 64 

f, 

27° 2 1'26" 

N, 

0,025 ao 3 

N,' 

0,016 789 

»r 

0,016 6i 1 


0,019 

»r 

0,044 021 

n; 

0,034 7 2 5 

NP 

— o,o 3 o 861 


Premier Systime. 

o' ,000 a /z' 4 - o",ooo 4 p"-t-o",ooo I /z* 4 - o ",^5 a p • * 4- r', 3 fx )5 //»— o',o 56 <) yn v ■ 

— i8"//4-425"// , 4-844'7/"4-a57 ''//"— 83 54i''/i ,t 4-5i i 45 "/*’ 4- 3 o 888 "//" 

-0,000 01 // — 0,000 16//' — o,ooo 09 //" -(-0,00000 //* — 0,000 3 o //■» 4- 0,000 ai //v -1- 0,000 35 /»." 
-0,0000a ft — 0,000 o 5 //'_ 0,000 o 5 /'h-0.,000.00 //" — 0,000 34 //”4- 0,000 07 //' + 0,000 3 g /," 
-o.ooooi // — 0,000 08 //' — 0,0000a //" +0,00000 /i* — o, ooo35//” -t-o,ooo 04 //' 4-0,00042 //" 
0,000 00 fi 0,000 oa / 1 — 0,000 o 5 // -1- 0,000 00 //* — 0,000 48 //” — 0,000 o 5 4- o ,000 60 //." 

0,00000 // -1-0,000 00//' — 0,00001 //" -1-0,000 00 /).“ — 0,001 26 //■' — 0,000 3l ,u» 4-o,oor §8 //v> 

0,000 00 // 4- 0,000 00 //' — 0,000 01 //" -1- 0,000 00 //* — 0,001 65 //** 4- 0,000 1 1 /i v -i- 0,001 55 /z vl 

0,00000 // 4-0,00001 //' 4-0,000 oa //" 4- 0,00000 //"— 0,01a 41 //” 4-o,oia fi 86 ' — 0,000 5o /z" 

Deuxiime SyatAme. 

o",ooo a // 4-0", oo3 a //'4-o'',ooy 2 //"4-o',ooa 4 //*4-o",6598 /t‘*4-2",8a8 3 // v 4-o",ai3 7 //" 

75''// 4- a3"//'4- 107"// "4- 2"//*— 61 45 o"/z”-t- 6 g 58 1'V— 8343 "//" 

— 0,000 14 y — 0,027 38 //' — o,oi 3 77 //" — 0,000 5 o //*' — 0,020 5 i //■’ 4-0,057 a 5 /z v 4- o,oo 5 o 5 /z v * 

— 0,000 11 // — o,oo 3 16//' — 0,004 55 //' — 0,000 18 //* — 0,00905 //” 4-o,oi 5 43 //' 4-0,001 6a //'■ 

— 0,000 10 // — o,oo 3 ii //' — 0,002 ao //" — 0,000 14 //* — 0,00734 //‘ T 4- 0,011 57 //* 4- 0,001 3 a </'■ 

— 0,000 o 3 // — 0,00070 //' — 0,001 i 3 //" — 0,000 01 /*" — 0,00a 33 /»■’ 4- o,oo 3 45 // v 4- 0,000 75 //'■' 

0,00001 // 4- 0,000 00//' 4- 0,000 00 ft" 4-0,00000 //” 4 -o,ooa 83 //>' — o,oo 365 //'-t-o.ooo 81 
0,000 01 // 4- 0,00000 //' 4- 0,000 02 //" 4- 0,000 01 //* — 0,00371 4-o,oo3 84 //’ — 0,000 17 //" 
0,000 00 // 4-0,000 1 1 //' 4-0,000 18 //" 4- 0 ,000 06/1" — 0,01496 //” 4-0,009 98 /z v 4-0,004 62 //> 1 
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Desi- 
gnat. VALEIIRS 
des numerlques 

qaan- pour les masses 
admises. 


1 7", 15-2? 

a 5 0 1 i' 33 * . 

o,ooi 640 
o,oi 3 010 
0,011 783 
0,039 2i 4 

0,000 O0I 

0,000 008 


1 7 ", 863 3 

- 450 38 ' 59 * . 

- 0,001 79.5 

o,oi 5 340 

- o,o 16 91.3 

0,073 049 

- 0,000 001 

- 0,000 010 

0,000 001 



VARIATIONS EN FONCTIONS DES VARIATIONS y, DES MASSES. 


Sixteme Systdme. 


0 W ,I 9 E by H- I 3.u' - 
- 4572 'V - 466 253V- 35 1 

0 ,000 29 y. -ho ,006 07 y’ ■ 
- o ,002 68 y — o ,040 44 i*-' ■ 
0 ,001 6*2 y-h 0,042 y T ■ 
o,or5 81 y - 1 - 0,327 74 /*' ' 
0,000 00 y 0,000 00 y' 
0,000 00 y O , OOO OO y ’ 

0 ,000 OO y 0 ,000 00 y' 


0^,098 O y H 

■ I2 773> - 

- 0,000 43 n 
o ,oo 3 2 1 u . 

- 0,002 i5 ft 

- 0,01483 ft 
0,00000 ft 
o ,000 00 ft 
0,000 00 ft. 


— 2", 308 7 ft'-h 
i45 102 "// — 

— 0,007 82 ft’ 

4 - o ,042 3 g /,.' 

— 0,047 »9 P' 

— o, 3 18 37 /,.' 

O ,O00 OO ft ' 

0,00000 ft' 
0,000 00 ft' 


-4- 4", 204 5 ft" - 0*4 022 4 ft" + 8", 773 3 /i ,y o ",386 4,„v + 0 - ;00 , g 

1 864V'— 64 874 V"-t- 871 825"/,” + 1 4 000 "/t* -4- 1738 V- 

'-4-0,00487 ft " -4- 0,001 22 /i* — 0,012 11 — 0,000 3 o/<v_o, 00005/,' 

' — 0,045 o 3 ft " — 0,010 88 //."'-t- 0,096 69 /i” 4- 0,001 87 fjy 4-0,00046/1” 

' -t-0,020 49 , t " 4- 0,009 24 ft " - 0,072 42 /1” - 0,001 09 ft ' - 0,000 40 /,” 

'4-0,34734 ft " 4-0,024 41 /'."'-o, 595 21 //” -0,018 48/,.' -0,001 50/,” 
0,00000 /l" 0 ,000 OO ft '" 0,000 00 /a” 0,000 00/1' 0,00000/1” 

0,000 00 //'' 0,00000/1"' 0,000 00 /1” 0,00000/1* 0,00000/1” 

0,000 00 /i' 0,00000/1"' 0,000 00 /1” 0,000 00/1* 0,000 00//.*- 

Septieme Systeme. 

3 ,143 i/t 4- o ,254 8/1*4- 1 i", 6347 / t * IV 4 - o", 5 io 8 /i r -i- o", 0129/1” 
,o 9467"/t"4- 2432 "/i® 256 01 i*/i**4- 9 1 io"/t v — 2ii"/i** 

0,006 r 1 /1" 0,000 96 /t* 4-0, 014 67 /1” 4- 0,000 61 /i* -T- 0,000 02 « vt 

-t-0,048 2. /1" -1- 0,009 36 /," - 0,099 4 ? f ‘ r — o,oo 3 46 /i* - 0,000 24 /i” 

— 0,030 44 ft " — 0,010 82 ft ’" 4- 0,077 80 ft ” 4- 0,00a 45 /iv -+- 0,000 24 /,” 

— o ,236 10 ft " — 0,021 08 ft '" 4 - 0,563 40 ft ” 4- 0,037 34 ft * — 0,000 36 /i** 

0,00000/1" 0,000 00/1* 0,000 00 /l” 0,000 00/1' 0,00000 /1” 

0,000 00 /,." 0,00000/1'" 0,000 00 /1*' 0,00000/,.' 0,00000/1” 

0,000 00 / 1 " 0,000 00 / 1 * 0,000 00 / 1 ” 0 , 00000 / 1 .' 0 , 00000 / 1 ” 


12. Rapprochons enfin les differents resultats relatifs a chaque pla- 
nete, afin d’obtenir les formules particulieres a chacune d’elles. Si nous 
posons , pour simplifier, 


G = ,-1^8 [\-it 4- 1 26° 43' 1 5", 

G,= 3 , 7 1 3 64 £ 4- 27.21.26, 

G 2 = 22,4273 1 4- 126.44. 8, 
G3 — 5 , 298 9 1 4 " 85 . 47 . 45 , 

G 4 = 7 , 5 7 4 7 1 4- 35 . 38 . 43 , 
G s = 17,152 7 1 — 25 .ii. 33 , 

= * 7 * 8(533 1 — 45.28.59, 

Tome V. — Jcili.it 1840. 
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les vaJeurs de A, l, h, seront donnees par les formules suivantes : 

h =0,000 440 sin G+o,o 25 2o3 sin G,+ 0,000 100 sin G s -(- 0,170 999 sin G, 
+ 0,025 468 sin G 4 + 0,001 640 sin G 8 — 0,001 795 sin G 6 , 
l =0,000 44 ® cosG+0,025 2 o 3 cosG,+ 0,000 100 cosG,+ 0,170 999 cosG, 
+ 0,025 468 cosG 4 + 0,001 640 cosG 5 — o,oox 795 cosG e ; 

K =0,000 484 sin G+ 0,016 789 sin G, — 0,000 378 sin G*+ 0,016 886 sin G, 

— 0,023 826 sin G 4 — o,ox 3 010 sin G,+ o,oi 5 34 o sin G«, 
l =0,000 484 cos G+ 0,016 789 cos G t — 0,000 378 cos G,+ 0,016 886 cos G, 

— o,oa 3 826 cos G 4 — o,oi 3 010 cos G,+ o,oi 5 34 o cos G 8 ; 

h" =0,000 526 sin G+ 0,016 61 1 sin G,+ 0,002 366 sin G,+ 0,010 622 sin G., 

— 0,018 ga 5 sin G 4 + 0,011 782 sin G 5 — 0,016 913 sin G, , 
l" =0,000 526 cos G+ 0,016 61 1 cos G,+ 0,002 366 cos G s + 0,010 622 cos G s 

— 0,018 925 cos G 4 + 0,01 1 782 cosG 5 — 0,016 913 cosGg : 

h m =0,000 743 sin G+ 0,019 i 3 g sin G,+ o,oi 5 170 sin G»+ 0,001 655 sin G s 

— o,oo 3 25 g sin G»+ 0,029 214 sin G 5 + 0,073 049 sin G„. 
l'“ =0,000 743 cos G+ 0,019 139 cosG,+ o,oi 5 170 cosG,+ 0,001 655 cosG s 

— o,oo 3 25 g cosG 4 + 0,029 2I 4 cosG 5 + 0,073 049 cosG e ; 

A ,v =o,oox 932 sin G+ o,o 44 021 sin G, — o,oi 5 56 i sin G, — 0,000 020 sin G s 
+ 0,000 012 sin G* — 0,000 001 sin G s — 0,000 001 sin G» , 
/ ,v =o,ooi g 32 cos G+ 0,044 021 cosGj — o,oi 5 56 x cosG, — 0,000 020 cosG 3 
+ 0,000 012 cosG* — 0,000 001 cosG 5 — 0,000 001 cosG 8 ; 

h y =0,001 863 sin G+ o,o 34 7^5 sin Gj+ o,o 48 282 sin G t — 0,000 ox8 sin Gi 
+ 0,000 ox 3 sin G 4 — 0,000 008 sin G s — 0,000 oxo sin G« , 
l" =0,001 863 cos G+o,o 34 7 2 5 cosG,+ 0,048 282 cosG, — 0,000 ox8 cosG, 
+ 0,000 0 l 3 cos G* — 0,000 008 cos G, — 0,000 010 cos G e ; 

A v, =o,o 32 o 3 o sin G — o,o 3 o 861 sin G, — o,oox 764 sin G,+ 0,000 007 sin G s 

— 0,000 oo 3 sin G 4 + 0,000 000 sin G,+ 0,000 00 x sin G 6 , 
l" =o,o 32 o 3 o cos G — o,o 3 o 861 cos G, — 0,001 764 cos G»+ 0,000 007 cos G, 

— 0,000 oo 3 cosG 4 + 0,000 000 cos G s + 0,000 001 cosG 6 . 

Nous esperons qu’aucune erreur de quelque importance ne se sera 
glissee dans ces formules; et l’on s’en convaincra comme nous, si Ton 
veut les soumettre aux verifications suivantes. 

Chacun des arguments g, g, , g 3 . . . a ete determine separement , 
par des calculs distincts; et comme on connait a priori la somme de ces 
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arguments, il en resulte une verification qui embrasse aussi Ja determi- 
nation des rapports des coefficients. 

Si dans les expressions de h, l, k', on fait t — o , on doit re- 

trouver les valeurs qu’affectent ces quantites h l’origine du temps. Or 
on peut reconnaitre que ces conditions, qui sont au nombre de qua- 
torze , verifient tous les calculs. Consid^rons les integrates generates (5) 
qui renferment encore quatorze indeterminees, apres qu’on a calcule les 
rapports des coefficients entre eux. Nous avons vu qu’on ne resolvait 
pas directement ces quatorze equations, apres y avoir suppose le temps 
nul ; mais que chaque inconnue etait obtenue par une elimination qui 
repose sur les relations qui existent entre les differentes quantites 

(j^r, > ) > (ffr 1 t ) » prises dans deux sys- 

temes differents des solutions. Si done un seul de ces rapports ^ , 

JV' 

■ • etait inexact, les relations dont il est question cesseraient d’ avoir 

lieu; la methode d’elimination employee serait fautive, et les fbrmules 
ne reproduiraient plus les excentricites et les positions des perihelies 
telles qu’elles ont lieu a l’origine du temps; ou ce qui revient au meme, 
les quantites h 0 , Z 0 , , l ' , . . . qui en dependent. 

13. On demontre ( Mecanique celeste, livre II, § 56) que l’excen- 
tricite d’une planete ne pourra jamais depasser la somine des valeurs 
absolues des coefficients N, N, , N 2 , . . . qui entrent dans les expres- 
sions de h et de l relatives a cette planete. Il en resulte, pour les excen- 
tricites, des limites qu’on trouvera reunies dans le tableau suivant, 
avec les variations qu’elles subiraient par l’effet de petits changements 
apportes aux masses des planetes. 


LIMITES 

ties 

excentricites 


0,225 646 
0,086 716 

°>°77 747 
0,142 243 
0,061 548 
0,084 9<9 
0,064 666 


VARIATIONS QUE PR 0 DUIRA 1 ENT DANS CES LIMITES LES VARIATIONS DES MASSES 


— o,oo 5 3 y v +-o ,009 4 r p -'- y-o ,006 78 p " + 0,000 71 p m — o,o 35 39 /t ,r +-o, 019 78 P v +- 0,004 1 1 
0,024 69 P ■+■ 0,10820 p ' +- 0,07 1 82 ja" -t- 0,018 84 — o ,238 9r p "* -1-0,01 3 43 p ' +- 0,001 94 p ' 

0,017 ^9 p -+- 0,112 97 p ’ +- o,o 3 r 99 p " +- 0,018 48 p '“ — 0,195 14 P tv ■+■ 0,012 59 p * -+ 0,001 54 p ' 

o,oo 3 38 p ■+• 0,014 5 ' 2 p ' ~ t- 0,017 20 p “ +- o,oo 3 14 p ” — 0 ,062 08 p ,v -+■ o,oi 5 56 « v -- u .00 1 n 0 p 

0,00000 p 0,00000 p ' — 0,00001 u " 0,000 00 p !" — o,oi 3 06 p ,T -t- 0,010 97 /* v +- o ,002 09 ’> 1 

0,00000^. 0,00000 / + o,ooooi p " 0,000 00 p m +- o ,oo5 88 p ,Y — 0,007 08 <* v +- 0.001 19 

0,000 00 p — o ,000 11 p — o ,000 16 p " — 0,000 06 p w +-0,001 55 p Iy +- o,oo 3 92 p v — - o ,oo 5 i 5 
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Nous ferons simplement remarquer que les coefficients des premieres 
puissances des erreurs des masses , dans les expressions des variations 
des limites des excentricites de Jupiter, Satume et Uranus sont de beau- 
coup plus petits que les valeurs absolues des limites elles-memes. Ces 
limites sont done connues avec une grande exactitude. Cette conse- 
quence est analogue a celle que nous avons deduite d’un calcul direct 
( P a g e 1 °3 de ce volume ) , relativement aux inclinaisons des orbites des 
memes planetes. 

14 . On peut, au moyen des formules du § 12 , determiner quel sera 
l’etat du systeme a une epoque donnee ; il suffira d’attribuer au temps 
la valeur qu’on lui suppose. Mais on doit observer que l’inexactitude 
des arguments g, g t , . . . est cause que les angles G, G, , . . . sont affec- 
tes d’erreurs qui croissent proportionnellement au temps ; de sorte 
qu’apres quelques periodes de ces angles, on ne connait plus du tout 
leurs grandeurs relatives. Les formules qui donnent les valeurs de h, 
l,. . . ne peuvent done servir que pendant tin certain temps, limite par 
l’inexactitude des masses admises. 

Lorsqu’on se propose toutefois de prevoir si une partie des elements 
du systeme pourront prendre entre eux une position donn6e, il est pos- 
sible , dans la determination des valeurs correspondantes des autres ele- 
ments, de se debarrasser de la consideration du temps. Nous n’en don- 
nerons ici qu’un exemple, en nous proposant de chercher si rien ne 
s’oppose a ce que tons les perihelies aient coincide autrefois , ou a ce 
qu’ils coincident dans l’avenir. 

Si dans l’equation (i3) nous mettons pour h, l, h', /',... leurs va- 
leurs e sin , ecos<sr, d sin <5r', e' cos <ar puis que nous supposions 
■■ar = <Z3-' = . . . ces angles disparaitront du premier membre qui de- 

viendra un carr6 parfait ; et en extrayant sa racine carree , et conside- 
rant les sept planetes simultanement , on trouvera 

m]/a!Se-h m' \ZdN ’e’ + m" V^N" e" m w . . 

-J-zn’ 1 V / a yi N VI <? ,I = constante. 

D’autre part, reportons-nous (§^3) alaformule qui determine N VI ; il 
sera facile d’apercevoir que la constante qui se trouve ici dans le second 
membre a pour valeur 

m y/a N a -+- m! \/a! N' J ■+■ 


-+- m VI \/« vl N VI *. 
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Sabstituons cette valeur dans la relation precedente, passons tous les 
termes dans le premier membre; formons enfin les equations analo- 
gues que donnent les sept systemes de solutions, et nous obtiendrons 
les sept conditions 

m l/«N (e — N ) + /«' l/o'N' (e' — N')4-. . ,4-m Vl (e VI — W Vl ) = o, 

rn N r ) + m' l/a 7 N;(e'— N; ) + ...+ y/a^Ny (e" — Ny ) =r o, 

m V/^N 6 (e— N;)+... + m" (e v > — N v s ‘) = o . 

De ces equations on deduit les valeurs suivantes des excentricites 
= N 4- N, -+- N 2 4- N 8 , 

* = N' + n; 4 - n; 4 - 4 - n;, 

e vl = N VI 4- NY 4- N;'+ 4 - N v 6 ‘, 

on s’en convaincra aisement par la substitution ; les resultats seront 
nuls, en vertu des relations (6). 

Ainsi, en admettant que tous les perihelies viennent a coincider, on 
pourra determiner, sans calcul , les valeurs correspondantes des excen- 
tricites. On doit toutefois remarquer que rien n’indique encore quels 
sont les signes qu’on doit attribuer aux coefficients N , N, , N a , . . . puis- 
que ces signes changent dans les formules(5) quand on augmente les 
angles €, ,... de i8o°; et ainsi l’on pourrait penser qu’il y aura beau- 

coup de solutions a la question. Pour lever cette difficulty , considerons 
qu’en determinant a l’epoque de la coincidence des perihelies les an- 
gles C par la formule (8*), tous ces angles sont egaux et ont meme 
sinus , de sorte qu’on a 

h — (N 4- N, 4” N 2 4- 4- N 0 ) sin£, 

h' = (N' 4- N; 4- N 2 4- 4- N g ) sin € , 

Remarquons en outre que pour que ce soient reellement les extremites 
perihelies des grands axes qui coincident , il est indispensable que h, h', 
h", . . . soient de meme signe ; et nous reconnaitrons que nous ne de- 
vrons adopter pour N, N, , N a , . . . que les combinaisons de signes qui 
conduiront a des valeurs de meme signe pour toutes les soinmes 

( N 4- N ( 4- 4~ N 6 ), (N'4-N;+ 4-N e )..... 
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Les valeurs negatives de ces sommes ne donneraient pas d’ailleurs des 
resultats differents de ceux que foumissent les valeurs positives qu’il 
suffira de considerer. 

Si done on venait 4 reconnaitre qu’il est impossible de satisfaire a ces 
conditions , on pourrait prononcer avec certitude que les perihelies , 
tels qu’ils sont donnes par la premiere approximation des inegalites 
seculaires n’ont jamais coincide et ne coincideront jamais. Cette impos- 
sibility n’existe pas dans notre systeme planetaire, et l’on trouve que la 
coincidence de tous les perihelies venant a s’etablir, les excentricites ne 
pourront affecter que trois etats differents. 

En particulier, le retour des perihelies de Jupiter, Saturne et Uranus 
a une position commune dans le ciel , ramene toujours les memes ex- 
centricites de leurs orbites, savoir 

e ,y = o,o 3 o, e v = o,o 85 et e vl = 0,000. 

II en resulte que si les jormules de la premiere approximation don- 
naient reellement le mouvement complet des elements des orbites, il suf- 
firaitde chercher l’intervalle qui separe deux coincidences consecutives 
des perihelies pour connaitre la p^riode dans laqnelle les excentricites 
et les positions relatives des perihelies de Jupiter, Saturne et Uranus 
effectueraient une revolution complete. On trouverait, par des calculs 
assez compliques d’ analyse indeterminee , que cette periode est de 
900 000 ans , et que l’incertitude des valeurs des masses permet de 
compter sur elle a 4«oo ans pres. 

15 . La determination des maxima et des minima des excentricites , 
et celle des epoques correspondantes , sont impossibles d’une maniere 
generale. Mais lorsqu’on connait l’epoque approximativement, il suffit 
de developper les cosinus et les sinus des formules du § 12 proportion- 
nellement aux puissances du temps pour arriver sous forme algebrique 
4 une solution rigoureuse du probleme. 

J’ai trouve ainsi que l’excentricite de la Terre decroitra encore pen- 
dant a 3 980 ans; qu’elle atteindra alors son minimum egal a o,oo 3 3 i 4 » 
et que l’incertitude qui regne sur les valeurs des masses ne permet de 
repondre que du chiflre 3 des inilliemes. On pent consulter (PI. I) une 
representation geometrique de la marche de l’excentricite de la Terre 
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pendant trois cent dix mille ans. L’unite de l’abscisse equivaut a io ooo 
annees, eomptees a partir du i er janvier 1800. L’unite de l’ordonnee 
Equivaut a 0,001, et c’est cette ordonnee qui represente la grandeur de 
l’excentricite. 

Je terminerai ce qui a rapport aux excentricites en faisant remarquer 
que le terme le plus grand qui entre dans l’expression de l’excentricite 
de Mars a pour argument o", 7 106. 11 varie avec une lenteur excessive, 
et il en resulte que les retours des maxima les plus prononces de l’ex- 
centricite de cette planete, seraient separes par un intervalle de plus 
de dix-huit cent mille ans. 

Variations seculaires des inclinaisons et des longitudes des nceuds. 

16 . Designons par <p l’inclinaison de l’orbite de Mercure sur le plan 
de l’ecliptique de 1800, etpar 6 la longitude de son noeud ascendant; 
etposons p = tang (p sin fi, 

q = tang <p cos Q; 

lorsque p et q seront connus , on calculera (pet 9 par les formules 

tang <p = \/f + f , 
tang 0 =|. 

Designons d’ailleurs par les memes lettres, affectees de un, de deux, de 
trois, de quatre, de cinq et de six indices, les memes quantites pour 
Venus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et Uranus; 

Les variations dep, q, p', q',. . , ne dependront que des coefficients 
(0,1), (1,0), (0,2), (2,0),. . . deja employes (§ 2 ). On determine ces 
variations au moyen des equations differentielles lineaires suivantes 
( Mecanique celeste, livre II , § 5 g ) : 

Y , = — [(o»0 + (o» a ) +•••]? •+-(0,1)9'+...., 

Tt = [(0,1) + (0,2) +...]/> - (0,1) p' 

— [(uo)+ (1,2) +...]9' + (1,0) q + , 

^F= [( i , o ) h -( i , 2 ) +...]p'— ( tt o)p 

etc. 



iZ»8 JOURNAL DE MATHEMATIQUES 

Ces equations s’integreront comme celles du § 2 , et Ton obtiendra 

p = M sin ( kt 4- y) M, sin (k,t 4- y,) 4-. . . 

q — M cos(A< 4->) -+- M, cos(£,2 -I- y,) 

p' = M'sin ( kt + )<)+M| sin (k,t 4- y t ) 4- 

q' = M'cos(kt-by) 4- M( cos(A,< 4- y,) 4- . . . 

etc. 

Les coefficients qui entrent dans ces equations se determineront comme 
pour le systeme des excentricites et des perihelies , ce qui nous dispense 
d’y revenir. 

L’equation en k aura une de ses racines nulles; car on satisfait aux 
equations differentielles en y supposant p, p\ p" . . . egaux et constants, 
ainsi que q , q', q" . . . 11 doit done y avoir un systeme de valeurs M, M', 
M", . . . toutes 6gales entre elles et correspondant a une racine nulle. 

Les equations differentielles fburnissent les sept infegrales suivantes, 
independantes du temps : 

(to t/ ail p-{-m'\/ r a'M.'p ' (m \Shil = constante, \ 

(to \ZaHi V / a 7 M 1 '/» , 4-...) , 4“( nl V^M r y 4 -TO , \/fl 7 Mj 9 ' 4 -...) 1 == constante, n 1 ®' 
etc. ; 1 

et celle de ces integrates qui correspond a la racine k — o se decom- 


pose dans les deux a litres 

m \/ap 4- m' S/a' p' 4- constante , 

m \/a q m' \/a' q' 4- = constante , 


qu’on peut deduire immediatement des equations differentielles. 

Enfin on deduirait des equations differentielles , ou des equations ( 1 5) 
l’integrale 

m \/a ( p 2 4- 9* ) 4- m' S/a' ( p '* + q ,J ) = constante. 

Cette relation sert , on le sait , a etablir que les racines de l’equation en 
k sont toutes r^elles et inegales. 

17 . Les tableaux qui suivent renferment les sept systemes de solu- 
tions qui concernent les variations seculaires des inclinaisons et des lon- 
gitudes des noeuds. 
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Regi- 

onal 

ties 

quan- 

tum. 

VALEERS 
nameriques 
pour les masses 
admises. 

VARIATIONS EN FONCTIONS DES VARIATIONS ft, ft',... OES MASSES. 



Premier Sysl£me. 

k 

o° 


> 

io 3 ° 8 'i 8 " 

— 77V - ‘ 35 "y' — a8>” - 9 3 a 5 V*’ -+- i 3 34 ?V v - 3 78 

M 

0,027 4‘3 

0,000 02 — 0,000 02 ^x" — 0,002 99 y. ** H- 0,004 l6 /a” — 0,001 16^*' 



( On sait que M', M”, M", M“, M* et M>‘ sont tous egam 4 M.) 



Deuxiirae SyBtdme. 

k, 

— 2",5oa a 3 

— o’ ,000 3 y' — o",ono 6 y." — o",ooo ay* — o",88i 3 y'v — V',444 iy» — (>",177 2y>> 

>« 

1 qO°m , 54 * 

— S07" y — 747 " a' — * 55 ' '8«" /»"-*• a 5o8"/i ,T -t-3ii # /.‘ — 1 135 " y* • 

M, 

o,o ©3 890 

0 ,000 16 fi — 0,001 24 y' — 0,000 85 y" — 0,000 oG y"' — o,oo 5 27 y ,v o,oo 3 18 /x' -t- 0,004 oy « v ’ 

M, 

0,002 527 

0,000 >4 p H- 0,000 04 y' — 0,000 34 y" — 0,000 o 3 ft"' — 0 , 0 o 3 5 1 /x ** _+_ 0,0(11' 16 u v -f- 0,002 54 W* ’ 

m" 

0,002 287 

0,000 09 /t -(-0,000 14 y' — 0,000 17 y" _o,ooo o 3 /<” — o,oo 3 18 y” -+- 0,000 88 u 1 -y 0,002 28 *'• 

m'," 

0,001 724 

0,000 02 /x 0,000 o 5 y’ -4- 0,000 04 ft" — 0,000 00 y"' — 0,003 04 fi 1 * -4- <> ,000 "20 y' -4-0,001 66 u vl 

m ; t 

0,001 373 

0,000 00 y -4- 0,000 01 ft' -+- 0,000 01 ft" -1-0,000 00 fj m — 0,001 29 y ,J — 0,000 02 ft' 0,001 3o y\‘ 


0,001 i 5 q 

0,000 00 fi. -4- 0,000 01 ft' - 4 - 0,000 01 ft." - 4 - 0,000 00 y m — 0,001 09 ft 1 • — 0 ,000 i >2 ft ' -4- 0 ,00 l 08 ft' ‘ 

m;‘ 

— 0,016 4^9 

— 0,000 01 y. — 0,000 07 y' — 0,000 o 5 y" — 0,000 02 a" -1- 0,003 II y>» — 0,004 06 y ■ -4- 0.001 IO u' ' 



Troisitsme Systeme. 

A, 

— 25", 887 3 i 

— o“,ooo 1 u— o",ooi 5 y' — o",oo 33 u" — 0,001 1 y”_ i 8 ", 2 |t> y — 7",3»(> 7 a' — o\ 3 lS 5 a" 


126° 5 ' 44" 

— 5 ' ft -+- 33 fi.' -4- I l 4 ' ft" — 83 " ft"' — 57" y ,v — 81" «' — 79" U v 1 

M, 

0.000 268 

0,000 00 y -+-0,000 o 3 y’ -+- 0,000 oby" -0,000 Ol a"' - 0,000 18 y" -+- 0,000 o»y -0.000 OO y'l 

K 

0.000 252 

0,000 01 ft — 0,000 fio ft' — 0,001 5 o y" -E0,000 Ol y"' -t- 0,001 19 y" -t- 0,000 89 y' -r- 0.000 t *3 a v; 

M" 

3 

0,003 737 

0 ,000 02 ft -4- 0,001 23 ft' -+- 0,000 57 ft" — 0,000 16 ft"’ — 0,001 9.5 y ‘V - 4 - O .OOO 37 a* — 0 .000 07 « ' ‘ 

«: 

0,009 345 

u ,000 02 y -1-0,000 27 y ' -+-0,001 4 o y" -+-0,000 o 3 a."’ — 0,000 87 a ■> — 0,000 53 a> - 0,000 33 y ■ . 

M” 

— 0,006 3 i 6 

XI ,000 OO ft - 4 - 0,000 OO y' -4- 0,000 00 ft" H- 0,000 OO ft"' - 4 - 0.00 4 5*2 «•' — 0 . 00 .) 52 m v — 0.000 00 a ‘ 

m; 

o,oi 5 774 

0,000 OO y — 0,000 Ol ft' — 0,000 02 y." — 0 ,000 00 y"' - 4 - 0,004 ^ y*' — 0 ,Oo 4 5 1 y ' -r 0.000 2 u u • 

M” 

— 0,000 681 

0 ,OUU OO y -t- 0,000 00 a' - 1 - 0,000 OO y" -+- 0,000 (HI a" - O t +HHI 3 ( u “ — 0.000 27 «> — (1.000 o 4 y" 



Ouatri&me Systeme 

A 3 

— 4 ", 79 "’ -IS 

0' ,402 3 «— 1 ",335 8 «' — o'', 906 2 y." — o",o 63 7 — 2' ,754 1 «** — 0 , i 3 o 1 — »• .oo » 1 » ! 


22° 4o' 

— 968";/.' — 56 2 ft" -4- 1 61 7" u m 112 2J)8"m 1 ’• — 28 446" (X — 7 20.3" a v 1 

M, 

0,1 o 3 470 

— t*,oi6 80 y — o,o. 5 o 46 y' — o,oi 3 44 {p -*-0.070 uo y ‘ * o,m<> 77 / 0.000 98 m'* 

«3 

0,0*10 920 

O.IHi8 |(i y -t- O.Olfi .Vj y’ — 0,007 34 — 0.000 38 y" — 0,017 >' a ■' — H.IHHI 07 a ■ +- 0,000 iG y • 1 

M" 

0,014 

0 , 00 ) ^7 w -t- 0,016 22 u' — 0,003 18 y" — 0,000 5 l y m — 0,017 — 0,000 3 l ft v -r- O . IKK) 11 <*'* 

m 3 " 

0,002 Q r >4 

0,001 08 y ^ O,oo 3 74 y' -t- 0,001 08 y" — 0,000 07 //"’ — o.oo .5 70 u ■ ' — 0.000 i 5 «» -r- o,ot*o 02 a ■ 

wr 

— 0,000 O.jO 

— 0,000 0.1 y — 0,000 04 y' — 0,000 OO y" -t- 0,iH>0 Ol* y m 0,<>00 l><» m ,v -4- 0,000 Ol a % — <> .OOu OO v ’ * 

«3 

— 0 .000 o. 5 o 

— 0,000 02 y — 0,000 o 5 y ‘ — 0,000 Ol y" — 0,000 OO y"’ 0,000 07 u • ▼ 0,000 Ol u v — O ,000 OO ... ' • 

Mr 

0,000 i»4*i 

O.LHIO o 3 y H-0,0OO 02 y' — 0 .000 01 y" — O.OOo «*0 w"‘ — o.OUO o'i M*» -+ 0,000 02 a' -t- t Oi*«- OO u" 


3v 


Tome V. — Jcii.let 1840 
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.‘Si- VALEUHS 

,iat * numeriqnes 
an . poor les masse* 
ies. admisea. 


VARIATIONS EN FONCTIONS DES VARIATIONS p., p',. . DES MASSES. 


— 7", 067 95 ‘ 

— 87“ 5 1 '44" - 

— 0,023 222 
0,009 871 
0,008 3 a 3 
0,001 816 

— 0,000 011 

— 0,000 017 
0,000 007 


■ o",668 8 / j . - 

■ 145 668" y ■ 


- 7 p’ - 

- 337 824" p ■ 


0,000 06 y — 0,026 49 y' 
o ,004 07 ft. — o ,009 4 2 y 
o,oo 3 99 fj. — 0,006 ii ft 
0,000 93 ft — 0,001 00 ft 
- 0,000 00 ft -4-0,000 01 ft 
-0,000 01 yH-0,000 01 ft 
0,000 00 ft — 0,000 01 ft. 


Cinqui^me Syst&me. 

— o",734 o ft " — o",n6 9 ft " — 4">^94 2 y 1 v — o",2o 5 2 y v — o",oo 4 9 ,« v ' 

— 6 963" ft ” -4- q 3 462" ft m -4- 396 9i5" ft 1 v -4- 64 214" y v - 1- 5 866" y v 1 

— o,o 3 o 24 ft " -4-0,001 5 i ft ,n -4- 0,060 93 ft IV — 0,004 96 y T — 0,000 81 U* 1 

-4- 0,009 63 ft N — o ,000 06 y w — 0 ,007 53 ft 1 v h- o ,002 95 ft v 0,000 36 /x vl 

-4-0,009 08 ft ” — 0,000 19 ft m — 0,009 4 2 /* ,T +-0,002 35 ft ' -+- 0,000 3 o y TI 

-t-o,oo 3 14 ft ” — 0,000 01 y"' — o,oo 3 58 y. ,T -+- 0,000 45 y v -»-o,ooo 07 y v * 

— 0,000 02 ft ” — 0,000 OO ft ”' -4-0,000 01 y ,v -4- 0,000 OO y v — 0,000 00 « v * 

— O ,000 0} ft ” — 0 ,000 OO ft .”' -4- o ,000 02 ft . 1 * - 4 - 0 ,000 OO ft : V — o ,000 00 ft . v r 

- 4 - 0,000 01 y" — 0,000 OO ft ”' — 0,000 01 ft ly -4- o ,000 01 ft v -+- 0,000 OO > t vi 

Sixieme SvMeme. 



- 17", 468 10 

5 

- r.3°ir3f." 

t; 

0,001 3ofi 

U 

r' 

t> 

c 

0 ^ 

0 " 

1 


0,00-5 356 

m" 

0,048 47 1 

M ■ 1 

— 0,000 002 

MV 

— 0,000 020 

MV’ 

0 ,<hmi 002 


o ,010 27 y . 1 v -4- o ,000 5i ft v - 1- o ,000 00 y vl 


iS'VVi; 87 - 
73- .3-49" 

o,oo3 859 - 
0,024 44° 

- 0,024 820 
o,o33 763 . 
0,000 000 
0,000 002 

- 0,000 000 


Septieme Systems. 

o ",235 1 ft — 5",o35 4 //— 5", 478 9 ~ >^28 5 ft '” — 7", 1 07 5 y 1 v — o",324 7 y* — o",oo7 6 y v ‘ 

1 1 670" y 1 54 o38" // 122 634" P * — 21 817" y w — 256 i3l" y ,v — 10 l33" y T — 260" y Vl 

- 0,000 28 y — 0,007 85 y' — 0,006 19 y" -4- 0,000 49 y"' -4- 0,0 1 3 29 y‘ T H- 0,000 55 y v *4- 0,000 01 y v 

o ,001 87 ft . -4- o ,027 87 y' -4- 0 ,046 73 It ” — o ,002 34 y"' — o ,071 1 7 y 1 v — 0,002 88 y v — o ,000 07 y v 

- 0,000 71 y — o,o43 36 ft ' — o,or5 22 y" -+- 0,001 i5 ft ”’ - 4 - o,o55 84 y ,v -4- 0,002 24 y v -+- 0,000 o5 y v 

-o ,007 00 ft — 0,102 85 y' — 0,07.5 77 y" — 0,012 4* y"' -h 0,190 11 y ,v H- 0,007 75 y v -4- 0,000 16 y vx 

0,000 OO ft . 0,000 00 ft .' 0,000 00 ft ” 0,000 OO ft m 0,000 00 y ,v 0,000 00 y T 0,000 00 y vl 

0,000 00 ft . -4- 0,000 06 ft ' -4-0,000 o5 ft ” — 0,000 OI ft. m — 0,000 10 y n — 0,000 01 y v — 0,000 00 ft yi 

0,000 OO y 0,000 OO ft ' 0,000 00 ft .” 0,000 OO ft ”' 0,000 OO ft 1 v 0,000 OO y T 0,000 OO y TI 
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18 . On peut s’assurer que les nombres inscrits dans les tableaux qui 
precedent satisfont parfaitement aux conditions que nous avons indi- 
quees en traitant des excentricites. En les rapprochant convenablement. 
on formera pour chaque planete les valeurs suivantes d e p,q,p',q ' — 
dans lesquelles nous avons pose , pour abreger, 

R = io 3 ° 8' 18", 

R ( = I 26° 22' 54 " — 2",5o2 23 t , 

R 2 = 126. 5.44 — 25 ,887 3 i t, 

R, = 22.40.25 — 4 > 79535 ^, 

Rj = — 87. 5 1 . 44 — 7 >067 95 t . 

R 5 = — 63 . ix. 36 — 17 ,468 tot, 
et R 6 = 73 .i 3.49 — 18,567 87 t: 

p = 0,027413 sin R- 4 - o,oo 3 890 sin R,4- 0,000 268 sin R* 4 - o, io 3 470 sin R , 

— 0,023 222 sin R,-t- 0,001 3 o 6 sin R 5 — o,oo 3 839 sin R, 

q — 0,027 4 x 3 cos R+ o,oo 3 890 cus Rj-(- 0,000 268 cos R=-t* o, io 3 470 cos R 

— 0,023 22Q cos K 4 + 0,001 3 o 6 cos R s — o,oo 3 809 cos R, 

p = 0,027 4 i 3 sin R+ 0,002 327 sin Ri 4 - 0,000 232 sin R.-+- 0,020 920 mh R 

4- 0,009 87 1 sin — 0,007 471 sin R 5 4 - 0,024 44 ° sin R, 

q — 0,027 4 i 3 cos R-+- 0,002 527 cos Ri 4 - 0,000 252 cos R,4- 0,020 920 cos R 

-I- 0.009 871 cos R 4 — 0,007 471 cos R 5 4 - 0,024 440 cos K : 

p = 0,027 4 i 3 sin R4- 0,002 287 sin R,4- 0.002 787 sin R, 4 - 0,0x4 621 sm R 
4- 0,008 323 sin R 4 4- o,oo 5 356 sin R s — 0.02.4 820 sin K„ 
q =. 0,027 4i3 cos R4- 0,002 287 cos R,4- 0,002 737 cos R 2 4- 0,014 621 cos R 
4 - 0,008 323 cos Rj4- o.oo 5 356 cos R, — 0,024 3 20 cos R, 

p " = 0,027 4 i 3 sin R 4 " 0,001 7 2 4 s * n K- 1 — I - 0,009 345 sin K» 4 ~ 0,002 904 sm R 
4- 0,001 816 sin Rj4- 0,048 4 "» sin R ; 4- o,o 33 768 sin R, 

q " = 0,027 4*3 cos R+o ,001 724 cos Rj 4" 0,009 345 cos R,4- 0,002 934 cosK 

-4 0,001 816 cos R 4 4- 0,048 471 cos R s 4- o.o 33 t 63 rosK, 

> 

0*J» 
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^ P ' v — 0 > 02 7 4 i 3 sin K-H o,ooi 3^3 sin K, — 0,006 3 i 6 sin K a — 0,000 040 sinK r , 

— 0,000 01 1 sin K 4 — 0,000 002 sin K 5 4- 0,000 000 sinK* . 
| 7 = °i ° 2 7 4 J 3 cos K+ 0,001 373 cos K, — 0,006 3 i 6 cos K s — 0,000 o4o cosK, 

— 0,000 01 1 cos K 4 — 0,000 002 cos K 5 -i- 0,000 000 cosK 6 : 

iP = 0,027 41 3 sin K-|- 0,001 159 sin K,-f* o,oi 5 774 sin K s — 0,000 o 5 o sinK s 
* — 0,000 017 sin K 4 — 0,000 020 sin K 5 + 0,000 002 sinK, . 

^ q ' 1 = 0,027 4 J 3 cos 0,001 i 5 g cosK,+ o,oi 5 774 cos K, — 0,000 o 5 o cosK s 

— 0,000 017 cos K 4 — 0,000020 cos Kj-i- 0,000 002 cosK e : 

i P = 0,027 4 i 3 sin R — 0,016 429 sin K, — 0,000 681 sin K, -f- 0,000 042 sin K, 

■+■ 0,000 007 sin K 4 -f- 0,000 002 sin K 5 — 0,000 000 sinK 6 . 

^ 0,027 4 i 3 cos K — 0,016 429 cos K, — 0,000 681 cos K s -+- 0,000 042 cos K, 

■+■ 0,000 007 cos K 4 + 0,000 002 cos K 3 — 0,000 000 cos K c • 


En supposant le temps nul dans ces formules, elles redonnent les in- 
clinaisons et les longitudes des noeuds, a l’origine du temps, avec une 
parfaite exactitude. 

19. Les memes considerations qui fournissent ( § 13) des limites sti- 
perieures des excentricites , donnent ici des limites superieures des tan- 
gentes des inclinaisons sur l’ecliptique de 1800 . Yoici les angles corres- 
pondants a ces limites, ainsi que les variations qu’ils subiraient par 
I’efFet de petits changements apportes anx masses des planetes. 



LIMITES 

des 

inclinaisons 

sur 

lecliplique 

de 1800 . 

VARIATIONS l)(JE PRODUIRA 1 ENT DANS CES LIMITES LES VARIATIONS DES MASSES 

Mrp.cuftE. . 

9” 16' 54 " 

— 3 368 " /* — 4 7 * 8 ’V ■+■ 3 4 ®>V ; •+■ 3 i i”//"' — 480 V" -+- 3 839" + 945 ",'*" 

Venus. ... 

5 . 18. 3 o 

2 473 V— 2 o 32 " ft’ 3 84 o’>" 192V" _ 6 802" 1 939"^? 391"^,! 

I A Terre. 

4.51.42 

1 64 °V -+- 4 ft' — 2 276"^" -+- 53 "/."— 5 64 I V ,v -+- 1 673V* -i-2g6"»t’" 

Mars. . . . 

7. 9.10 

— 1 8 o 4 '> — 3 i 4 * 8 " ft' — 23 021" n" — 4 863 " /t'" -+- 57 o 5 i" ( u , » + 3 982"^'’ ■+■ 73 "p * 1 

f 1 TITER . . 

2. 0.48 

■V-e H" ft' — 4" fi" -+■ o’/t 1 " — 1 8 i 5 "/x. , » -+- ■ 785 "/i r -+- 28"//*’ 

Saturne. . 

2.32.39 

‘ V+ 4 " ft' — 8" n" -+- 0" ft"' -+- 53 V'»— 76" // v — a 5 "« vl 

Uranus . . 

2 . 33 . 8 

3 "ft-h >8 "ft'-i- C>"ft"-h 5 " ft"'— 1 32 i'’ / u't-i- 1 749V* — 45 <)V'" 






PURES ET APPLIQUEES. 

Nous ferons remarquer que les limites des inclmaisons de Jupiter, Sa- 
turne et Uranus sont determinees avec une tres grande exactitude , et 
qu’elles ne varieraient que tres peu par de faibles changements dans les 
masses. Ce resultat s’accorde avec celui que nous avons obtenu directe- 
ment , page io3 de ce volume. 

20. Pour avoir les limites les plus etroites des inclinaisons relatives <t> 
des orbites , il faut remarquer qu’a cause de la petitesse des inclinaisons 
on pent calculer 4> a une epoque quelconque au moyen de la formule 

tang 0 = s/(p> -~p) 2 -f ( q' — <jY • 

La comparaison de cette expression avec celle de tang <p (§ 16) montre 
que pour obtenir toutes les circonstances des inouvements des inclinai- 
sons des orbites rapportees a Pune d’elles , il suffit de substituer aux ex- 
pressions p, q, p', q', du § 18, leurs differences avec les valeurs 

qu affectent ces quantites pour l’orbite prise pour terme de compa- 
raison. Les limites des inclinaisons relatives s’obtiennent ainsi comme 
les limites des inclinaisons absolues. 

On trouvera ces limites reunies dans le tableau suivant que nous 
avons dispose a Limitation de la table de Pythagore : 



URANUS. 

SATURNE. 

JUPITER. 

MARS. 

LA TERRE. 

VENUS. 

Mercure 

i3" 

8 0 3 a'ai* 

8° 1 ' 3o" 

r 2°2g / 38 " 

8° 28' 24 " 

8 ' , 45 ' 3 7 " 

Venus 

4-41- 7 

4 . 33.12 

4. I. .‘2 

5 . 48.40 

4 . 7-38 


La Terre 

4 -lf >.20 

3 . 49.33 

3 . 35 . 3 

7.12.44 



Maus . . 

6 . 34 . 3 

5.22.19 

5.53. 4 




Jupiter 

1.20.55 

1 . 16.47 





Saturne 

1 .57.28 







Les limites des inclinaisons relatives des orbites de Jupiter, Saturne et 
Uranus sont les memes que celles que nous avons obtenues directement 
page ioa de ce volume. 
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II &ait necessaire de former ces limites des inclinaisons relatives, 
parce qu’elles sont souvent bien plus petites que celles qu’on obtien- 
drait en prenant les sommes des limites des inclinaisons de deux des or- 
bites sur le plan fixe de l’ecliptique de 1800. Par exemple, la somme 
de ces inclinaisons, pour Venus et la Terre, est de io° 10' 11", tandis 
que les plans de leurs orbites ne peuvent jamais faire entre eux un angle 
de plus de 4° 7' 38" 



